






















スピンは角運動量の性質を持つので，スピン ŝ の成分 (ŝx, ŝy, ŝz) の間の交換関係
[A,B] ≡ AB −BAは
[ŝx, ŝy] = iŝz, [ŝy, ŝz] = iŝx, [ŝz, ŝx] = iŝy, (1)
となる。iは虚数単位：i =
√
−1である。交換関係が 0でないことから，ŝx, ŝy, ŝz の同
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スピンに付随して電子は磁気モーメント m̂ = −2µB ŝ を持つ。µB はボーア磁子であ
る。実験によると，外部磁場に対し，電子の磁気モーメントは磁場に平行か反平行かの２
方向のみを向く。２方向のみを向くすなわち固有値が２つであることおよびスピンの交換
関係は，スピンの i 成分を ŝi = 12 σ̂






















きによるので，−2Jij ŝi · ŝj という式でモデル化される。ŝi と ŝj はそれぞれ格子点 i, j












Jij ŝi · ŝj (3)
で表される。⟨i, j⟩は相互作用するスピンの組である。ここでは，i番目のスピン ŝi（以下
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No. E S2 Sz Cz/
√
S2
1 -1.5 0.75 -0.5 -1
2 -1.5 0.75 -0.5 1
3 -1.5 0.75 0.5 1
4 -1.5 0.75 0.5 -1
5 1.5 3.75 -0.5 0
6 1.5 3.75 0.5 0
7 1.5 3.75 -1.5 0




３つのスピンが互いに相互作用する系を考える。式 (3)で Jij はすべて同じ大きさで負
とする。以下，|Jij | をエネルギーの単位に取る。このハミルトニアンを対角化して得ら
れた結果を表 1に示す。No.は固有ベクトルの番号である。
ハミルトニアンの固有値 E は ±1.5である。その固有状態は同時に，Ŝ2 = (ŝ1 + ŝ2 +
ŝ3)
2 の固有状態でもあり，E = −1.5 の場合の Ŝ2 の固有値は (1/2)(1/2 + 1) = 0.75，





の固有値でもある。E = −1.5 の基底状態では Sz = ±0.5，E = 1.5 の場合は Sz =
1.5, 0.5,−0.5,−1.5である。後者は，S = 3/2の状態がとりうる Sz の値をすべて示して
いる。一方，E = −1.5の基底状態では S = 1/2に対し Sz = ±1/2をとりうるのである
が，２通りの状態が存在し，縮退していることを示している。
基底状態における各スピンの間の角度 θ の平均は，各スピンの内積 ŝi · ŝj = sisj cos θ
をスピンの大きさ sisj = (1/2)(1/2 + 1)で除した平均値で見積もることができる。つま
り 13
∑








⟨i,j⟩ ŝi · ŝj
⟩
と定数






2 · 3 · 0.75
)
= 109.5◦ (4)
である。Sz = ±1/2なので，スピンが平面上に並んだ場合の 120◦ とはならないが，近い
値である。
先に注意したように，基底状態は二重に縮退している。これを何らかの数で区別できな
いかと考える。図 4のように隣同士が 120◦ を向いていたとしても，三角形の中心に対し
反時計回りに各スピンを見たときに，スピンの回転する方向は２通りあることが分かる。
図 4の (a)ではスピンも反時計回り，一方 (b)では時計回りに回る。このようなスピン配
向のトポロジカルな性質を区別する量として，X − Y モデル（スピンの z 成分がないモ
デル）ではカイラリティという量が用いられることがある。ここでは似た量として，スピ









退のない E = 1.5の状態では，この量は 0となる。基底状態は，Cz の符号によって分類
できることが分かる。
図 4 スピンの配向による区別：矢印に沿ってスピンの回転を見ると (a) 反時計回り，
(b)時計回り
3. ４スピン系
ハミルトニアン (3)を４スピン系（図 3）に適応する。スピン２と３の相互作用 J23 以
外の相互作用 Jij をすべて同一で負とし，|Jij |をエネルギーの単位とする。そして，J23
を 0から −3|Jij |まで変化させて基底状態を調べる。J23 = 0では，完全反強磁性状態が
基底状態である。系の状態空間の次元は 24 = 16，Sz の値は 2, 1, 0,−1,−2 を取りうる
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が，使用したライブラリの制限で Sz = 1, 0の場合のみを計算する。Sz = −1の状態はス
ピンをすべてひっくり返せば Sz = 1の状態と同一であるので，Sz = 1の計算結果と同
じになる。また Sz = ±2の強磁性的な状態が基底状態でないことは明らかであり，基底
状態を調べる上では除外しても構わない。エネルギーは基底状態から４つめまでの計算で
ある。
図 5 Sz = 1の場合のエネルギーの J23 依存性
図 6 Sz = 0の場合のエネルギーの J23 依存性
Annual Review 2015  Volume20
51
図 7 Sz = 1の場合のスピンの z 成分の相関係数
図 8 Sz = 0の場合のスピンの z 成分の相関係数
エネルギーの J23 依存性を図 5,6に示す。Sz = 1の場合（図 5），エネルギーの低い方
から 3つは S = 1，最もエネルギーの高い状態は S = 2である。|J23| = 1付近でエネル
ギー準位の交差がおきている。Sz = 0の場合は（図 6），0 ≤ |J23| ≲ 1 では低い方から
３番めと４番目の状態がエネルギーについて縮退している。同様に，1 ≲ |J23| ≲ 2では，
２番めと３番めが，|J23| ≳ 2では基底状態が縮退している。図に示すように，縮退して
いない状態は Ŝ2 の固有状態であるが，縮退している場合は一般に，S = 0, 1の状態が混
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成する。







に示す。図の (i, j) はスピン i とスピン j の相関係数を表す。Sz = 1（図 7）では，基
底エネルギー準位の交差 |J23| ≃ 1 の付近で，相関が大きく変化していることが分かる。
J23 が小さい時は相関がなく，隣接するスピンの z 成分は独立である。|J23| ≃ 1付近でス
ピン２とスピン３が逆向きを向き，スピン１とスピン４は同じ向きを向く。これにより，
Sz = 1が保たれている。スピン１，４とスピン２，３との相関はないので，スピン１と４
の合成スピン（大きさ 1）は自由なスピンとして振舞っている。Sz = 0（図 8）は Sz = 1
の場合と全く異なる。J23 が小さいうちは，J23 以外の反強磁性相互作用により，ダイヤ
モンド格子の対角線上格子点 (1, 4), (2, 3)のスピンは同じ向きを，隣接する格子点のスピ
ン (1, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 4)は反対向きを向いている。しかし基底状態が S = 0の固有状
態から S = 0, 1の縮重した状態に移り変わると同時に，J23 の効果で (2, 3)は反対向きを
向く。この時，(1, 4)も反対を向いている。ただし (2, 3)と (1, 4)はそれぞれ独立である
ため，その他の相関係数は 0となっていることが分かる。










３の反強磁性的相関が急激に増加し，スピン１と４の相関は Sz = 1の場合は強磁性的，
Sz = 0の場合は反強磁性的になり，そのほかの相関は 0となる。
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